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DIFICULTAD PARA EL APRENDIZAJE DE LA ARITMETICA
Maria A. Rebollo

Las publicaciones sobre las dificultades en el aprendizaje de la aritmética son,
contrariamente a lo que sucede con la lecto-escritura, escasas y fragmentarias. Esto
puede deberse a que:

1. Enlos primeros afios del aprendizaje escolar se da mas importancia al aprendizaje
de la lectura y la escritura que a la del célculo;

2. En segundo término, a que la ensefianza tradicional de la aritmética esta dirigida,
por lo menos en su comienzo, a asegurar la adquisicion de los mecanismos
fundamentales del calculo sin el apoyo de una comprensién y un conocimiento
preciso de las nociones fundamentales. De esta manera, las dificultades pueden
permanecer latentes hasta que el nifio se enfrenta a problemas complejos que
requieren un razonamiento elaborado y preciso.

Antes de entrar en las dificultades en el aprendizaje de la aritmética nos
referiremos brevemente a qué es aritmética, cuales son sus objetivos, cuales son
los prerrequisitos para su aprendizaje.

1. La aritmética.

A) Definicion.

Las matematicas constituyen, antes que nada, una actividad mental que conduce a la
formacion de conceptos abstractos, independientes del material empleado y la situacion
real de la que surgieron, y permite al individuo razonar sobre formulaciones o
proposiciones.

Sin embargo, éste debe ser el punto de llegada de todo el aprendizaje matematico y no
el de partida como se ha entendido en ciertos periodos.

La ensefianza actual de esta ciencia esta orientada sobre la concepcién de que la

sistematizacién y las etapas de formalizacion abstracta son el Ultimo estadio del
aprendizaje matematico.

B) Objetivos de la ensefianza.

Pueden esquematizarse en: objetivos que se refieren al aspecto especificamente
matematico; objetivos que se relacionan con el aspecto social.

a) Objetivos que se refieren al aspecto especificamente matematico.

Entre ellos tenemos:



b)

d)

1. Adquisicion de conceptos relativos al numero, sintesis del sistema de clases y
relaciones y comprension del sistema decimal.

2. Conocimientos y destreza en las operaciones realizadas con dichos numeros,
sus relaciones y propiedades, incluyendo las fracciones como extensiva del
sistema numeral.

3. Comprension y uso del vocabulario matematico en sus aspectos cuantitativos
(mucho, cuanto, etc.) y en lo referente a la nomenclatura de los procesos
particulares (adicion, producto, suma, etc.).

4. Cultivo de la aptitud para la resolucion de problemas.

5. Aptitud para el uso de sistemas de medidas.

6. Desarrollo del factor espacial.

Objetivos que se relacionan con el aspecto social.

Se refieren al desarrollo de la conciencia de la necesidad del uso de los numeros
en situaciones vitales, a la interpretacion de graficas, esquemas, sefiales, mapas,
etc.

Comprende también la utilizacion a nivel elemental de los conceptos matematicos
en el aspecto econdémico relacionado con el consumo y la produccion.

Requisitos para la funcién del célculo y evolucién de la nocion de numero y
de las operaciones del calculo.

En el aprendizaje del calculo pueden describirse las etapas de: adquisicién del
namero, de las operaciones y resolucion de las situaciones probleméticas.

Adquisiciéon de la nocion de numero

El nimero es una abstraccién que se forma muy lentamente en el nifio a través
de las experiencias de la vida.

Segun Piaget, el nUmero es la sintesis operatoria de la seriacion y la clasificacion,
pues es mediante ambas que el nifio puede llegar a la nocién de numero. Puede
decirse que es un sistema de clases formada por él y su sucesor.

El nimero cardinal es la igualdad de la cantidad en grupos de objetos diferentes,
independientemente de su naturaleza. Se llega a €l por correspondencia término
a término o por numeracion de los objetos. Esta intimamente unido a la nocién de
invariabilidad de un grupo de unidades.

El nimero ordinal es la diferencia de lugar en la serie. La ordenacién de los
nameros es la manera como uno lo dispone uno después del otro, dependiendo
su valor de la posicion relativa en la serie.

En la ordenacion se basa el contar.



En esta accidon hay una referencia concreta a los dedos. Por esto muchos autores
consideran importante el conocimiento de la posicion respectiva de los dedos.

Para llegar al numero se consideran fundamentales 3 condiciones psicoldgicas: la
conservacion del todo, la seriacién de los elementos y su clasificacion.

Hay conservacion del todo cuando el nifio tiene la certeza de que el todo es un
conjunto de partes que se pueden distribuir como uno quiera. La relacién de las
partes a todo es la relacion légica constitutiva de esta conservacion.

No hay conservacion del conjunto mientras el nifio non pueda pensar
simultaneamente en el todo y en la parte, mientras no haya reversibilidad del
pensamiento. Esto es lo mismo que decir, hasta que el nifio no llegue al periodo
de las operaciones concretas.

Es necesaria la seriacion y la clasificacion porque el nifio debe ser capaz de
concebir los elementos de una serie como a la vez equivalentes y no equivalentes.

Equivalentes en cuanto a poder ser agrupados en la misma clase caracterizada
por el namero cardinal, y no equivalentes porque pudiendo ser seriados porque
son semejantes son diferentes por el lugar que ocupan en la serie.

Cuando el nifio es capaz de comparar dos cantidades, cuando ha llegado a las
nociones de seriacion, clasificacion y conservacion, puede abordar la numeracion.

Una vez adquirida esta nocién debe hacer la correspondencia cantidad-simbolo y
expresar a éste en forma gréfica.

La escritura de los numeros tiene dificultades similares a las de las letras pues se
trata de un simbolismo en segundo grado, por lo tanto necesita una funcién
simbdlica suficientemente desarrollada. Sin embargo, es algo méas simple porque
la cantidad de numeros es mucho menor que la de las letras.

Se debe producir una unién reversible entre experiencia concreta, traduccion
verbal y representacién grafica.

Una nueva complicacion surge cuando comienza la numeracion decimal, pues se
agregan datos arbitrarios.

El nifio se encuentra ante una convencion bastante sutil ya que el valor del signo
depende de su posicion relativa: las unidades estan a la derecha y las decenas a
la izquierda.



La operacidon es para Piaget, la accion interiorizada. Para el nifio hay una gran
diferencia entre la accién concreta y rica en acontecimientos que se desarrolla en
el tiempo y en el espacio y su traduccion simbolica por medio de signos que no
tienen ningun valor afectivo.

El niflo que toma bolitas, las da, las reparte, vive una accion duradera que debe
traducir en una operacion aritmética que es algo que no existe.

La operacion escrita tiene los mismos tiempos que la accion ejecutada y su
resultado, pero el nifio no ve las etapas. Esta diferencia puede confundir al nifio si
no ha llegado a un cierto grado de abstraccion.

En la operacion el nifio tiene que representar simbdlicamente estados y acciones
gue se suceden en el tiempo y en el espacio para lo que tiene que poseer la
estructura en 3 tiempos: antes -lo que hace- después y sus expresiones
linglisticas.

Las 4 operaciones aritméticas corresponden a acciones o0 situaciones
psicolégicas, pero hay mas situaciones que operaciones.

La suma es una operacion de reunion.
La resta es mas compleja. Puede servir para calcular lo que pueda, para hacer la
comparacion y para calcular la parte desconocida de una suma en la que se

conoce la otra parte.

La multiplicacion es un caso particular de la suma en la que todos los sumandos
son iguales.

La division a su vez corresponde a dos acciones diferentes: particion y
distribucion.

El nifio que es capaz de operar debe poder traducir una operacién concreta simple
en términos aritméticos y frente a una operacion aritmética indicar la accion simple
que corresponde a ella. Esto es comprension de las operaciones.

Debe conocer también el mecanismo de las operaciones para lo que es importante
el conocimiento del espacio y la orientacion.

Esto porque el nifio debe alinear las cifras y colocarlas unas en relacion a otras.

Esto es importante en la suma y la resta.



Debe escribir los nimeros de izquierda a derecha y resolver las operaciones de
derecha a izquierda; y en la division tienen que ir del dividendo al divisor o sea de
izquierda a derecha para obtener el cociente y en un segundo tiempo, de derecha
a izquierda o sea del cociente-divisor al dividendo, para hallar lo que resta.

Esto s6lo puede hacerlo el nifio que tiene la conmutatividad relacionada a la
reversibilidad y la nocion de orden relacionada con la estructuracion espacial.

Otro aspecto importante es que el nifio debe retener lo que ha aprendido. Esto
fundamentalmente en relacion a las tablas. Para ello es necesaria la repeticion
sistemética y la reflexion sobre la estructura del sistema decimal.

Es también de suma importancia el aspecto de reversibilidad de las operaciones
por lo que es conveniente ensefiarlas como inversas unas de otras.

Los problemas.
Para resolver un problema es necesario: comprender el enunciado; razonar sobre
los datos.

Para comprender el enunciado es necesario un nivel general de lenguaje que
permita comprender los diferentes tipos de palabras o expresiones del problema.

Esto no significa solamente conocer el lenguaje habitual sino las palabras del
lenguaje habitual usadas con un sentido particular y las palabras que pertenecen
al lenguaje mateméatico. En el primer caso por ejemplo, repartir que en
matematicas se usa como distribuir igualmente; y en la otra palabra como
sumando, dividendo, etc.

Comprendidas las palabras debe representarse las acciones; recordar su
desarrollo; ponerlas en relacion; unirlas l6gicamente.
Esto es el razonamiento aritmético.

Para que el nifio aprenda aritmética debe entonces poseer las siguientes
condiciones: C.I normal; estar motivado; tener equilibrio emocional aceptable;
recibir una ensefianza adecuada; haber alcanzado el nivel de las operaciones
concretas; tener un buen desarrollo de la funcion simbdlica; tener una buena
estructuracion espacial y témpora-espacial.



2. Dificultad en el aprendizaje de la aritmética.

A) Definicion.
La dificultad en el aprendizaje de la aritmética se denomina habitualmente
discalculia.

El término discalculia surgié del de acalculia usado por Hensen en 1919 para
denominar un trastorno del calculo provocado por una lesion focal del cerebro.

En 1924 Gerstmann llamé la atencion sobre un sindrome que incluia entre sus
sintomas la acalculia pero tenia ademas agnosia digital, indistincién derecha-
izquierda, agrafia y apraxia constructiva. DestacO la importancia entre el
conocimiento de los dedos y las primeras adquisiciones del calculo.

B) Clasificacion.

La acalculia del adulto ha sido clasificada de diferentes maneras.

Hensen diferencié: acalculia en sentido amplio en la que hay trastornos en la
lectura y escritura de las cifras, y acalculia en sentido estricto que corresponde a
la dificultad en las operaciones del calculo mental.

Kleist en 1924 identificé entre los trastornos del calculo varios tipos: alexia de las
cifras que se observa dentro de un cuadro global de alexia.

Los enfermos pueden calcular mentalmente pero no pueden leer un nimero de 2
0 3 cifras. Habitualmente es el trastorno residual de una afasia, agrafia de las cifras
gue se relaciona a la apraxia y a la agrafia de las letras.

Se subdivide en 2 tipos: apraxica mieloquinética en la que falla el movimiento para
escribir la cifra; apracto-constructiva, en la que la dificultad esta en la orientacion
espacial; acalculia, que es la alteracion del calculo mental sin alexia.

Hasserts-van Geerstruyden considera 2 formas: la dificultad en el conocimiento
de la posicién de las cifras en el nUmero y en las operaciones escritas en la que
lo que esta perturbado es el plan para efectuar el calculo ya que se colocan mal
las cifras, pero el calculo mental es normal; la dificultad en el sistema cuantitativo
y la funcion representativa del nUmero, en la que hay dificultad en el calculo mental
ya que las funciones mencionadas son su base.

Hécaen y Ajuriaguerra identifican 3 grupos desde el punto de vista semioldgico:
alexia de las cifras, anarritmia o imposibilidad de realizar las operaciones y
discalculia de tipo espacial.

De acuerdo a todo lo dicho y a lo que hemos visto al estudiar en el nifio los grupos
siguientes:
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) Dificultad inespecifica en el aprendizaje de la aritmética:
1) Por enseianza insuficiente;
2) Por C.1 bajo;
3) Por falta de motivacion
4) Por problemas afectivo-emocionales;
5) Por graves fallas instrumentales motoras o sensoriales;

I Dificultad especifica en el aprendizaje de la aritmética:
1) Por dificultad en el razonamiento l6gico-matematico o discalculia en el
sentido estricto;
2) Por dificultades o alteraciones en otras funciones psiconeurolégicas o
discalculia en sentido amplio.

Ellas pueden ser causadas por alteracion en la funcion semidtica:

a) Dificultad en la lectura de cifras;

b) Dificultad en la comprension del lenguaje. Este tipo esta muy intimamente
relacionado con la discalculia en el sentido estricto ya que el nivel de
pensamiento influye en la comprension, alteraciones espaciales y témporo-
espaciales, alteraciones de la memoria.

Como es bien sabido es casi imposible separar las funciones psicolégicas unas de otras,
pero esta separacion se hace teniendo en cuenta la alteracion mas saliente.

Es frecuente que ambos tipos de discalculia se observen juntas y que la discalculia no
se observe aislada sino en una dificultad global del aprendizaje. Es importante sin
embargo poner en evidencia los factores que intervienen en la determinacion de la
alteracion para la reeducacion.

C) Estudio del nifio con dificultad en el aprendizaje de la aritmética.

Es igual al de cualquier nifio con dificultad de aprendizaje.
Comprende:

a) Estudio neurolégico.
Historia clinica. Buscando Con todo detalle las caracteristicas del aprendizaje
y de la escolaridad: escuela a la que concurre, cambio de escuela, asiduidad
del nifio, cambio de maestras, adaptacion al medio escolar, motivacion para el
estudio y para la aritmética, relacion con el maestro y los compafieros, actitud
del nifio, de los padres y del maestro frente a la dificultad, condiciones en que
hace los deberes y disposicion para hacerlos.

Debe investigarse también todo aquello que haga pensar o descartar: retardo
mental, problemas afectivo-emocionales importantes, etc.
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b)

En los antecedentes del nifio, factores etioldgicos de dafio neuroldgico,
sintomas de disfunciones cerebrales.

En los antecedentes familiares debe insistirse en las dificultades del
aprendizaje y en las caracteristicas de disfuncién.

Examen neurolégico. Debe realizarse un buen examen neuroldgico. No digo
como otros un examen neurolégico que en el nifio debe ser siempre con fines
de establecer nivel evolutivo y teniendo en cuenta funciones psico-
neurolégicas (gnoso-praxia, percepcion visual, visuo-espacial, témporo-
espacial, lateralidad, etc.).

Como esencial dentro del examen neurolégico debe hacerse un estudio del
lenguaje, clinico y por medio de pruebas. En nuestro medio se usa la bateria
de Benton adaptada al nifio por los Dres. Mendilaharsu y las pruebas
psicolinguisticas de Sinclair.

Examenes complementarios. EEG y otros cuando el caso lo requiera.

Estudio pedagdgico.

Es en este caso fundamental.

Comprende 3 etapas: diagndstico general; diagnoéstico analitico;
establecimiento de un perfil de rendimiento.

Primera etapa o diagnéstico general.
Se aplica una prueba que permite determinar el nivel de rendimiento del nifio.
Ella comprende los aspectos siguientes:

Sistema numeral. Comprende los aspectos fundamentales del sistema
decimal de numeracion, la composicién asociativa y disociativa del nimero, el
valor relativo o posicional de las cifras, el ordenamiento y seriacion de
cantidades numeéricas.

Célculo. Se refiere a la comprension del sentido de las operaciones, sus
propiedades, su aplicacion y destreza en técnicas.

Fracciones. Es un aspecto de la estructura numeral que exige un mayor
dominio en la comprension de las relaciones. Comprende la representacion,
célculo de la parte por el todo y viceversa y operaciones con fracciones.

Sistema de medidas. Se refiere al uso de unidades arbitrarias de medida
hasta la utilizacidén de las unidades legales de nuestro sistema.
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Aplicacion social. Comprende los aspectos relacionados con la fase social
del estudio matemético ya mencionada.

La prueba estd estructurada en 3 niveles por cada grado escolar,
correspondiendo el Gltimo cada uno al primero del siguiente.

La segunda etapa es el diagndstico analitico.
Permite determinar los elementos que configuran la dificultad comprobada.

Tercera etapa. Consiste en el analisis y evaluacién de todas las pruebas
realizadas para establecer el perfil de rendimiento que es util para la
reeducacion.

c) Estudio psicologico.
Comprende:

Estudio del C.I.
Se realiza con el Wisc.

Pruebas de Piaget.
Para establecer el nivel de pensamiento I6gico-matematico. Se emplean las
pruebas de conservacion de la sustancia ya sea platicina o liquidos.

También se realizan pruebas de clasificacion y seriacion.

Estructuracion espacial y témporo-espacial.
Bender, Piaget-Head, ritmo de M. Stambak.

Gnosias Digitales.

Este estudio neuro-psico-pedagogico nos ha permitido identificar los grupos que
hemos mencionado.

Dentro de las dificultades especificas destacamos:

El primer grupo en el que hay dificultades en la comprensién referida ya sea al
sistema numeral, sus relaciones y operaciones, ya a los conceptos légicos
elementales, ya a la resolucién de problemas, o sea a lo que corrientemente se
entiende por razonamiento aritmético.

El segundo grupo en el que las dificultades relativas al célculo se refieren ya a
los problemas de tipo espacial (rotaciones, inversiones, incorrecta colocacion de
las cifras, etc.) tal como se observa en los disléxicos; ya sea a la incapacidad para
lograr fluidez en los mecanismos del calculo (dificultad en memorizar las tablas,
olvido de “lo que se lleva”, etc.); ya sea dificultad en la comprensién del lenguaje.
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El primer grupo corresponde a la acalculia en el sentido estricto de Hensen, a la
acalculia de Keist, a la dificultad en el sistema cuantitativo y la funcion
representativa del numero de Hassaerts-van Geerstruyden.

El segundo grupo a su vez, corresponde a la acalculia en sentido amplio de

Hensen, la alexia y agrafia de las cifras de Kleist, la dificultad en el conocimiento
de la posicién de las cifras en el nUmero y las operaciones de Hassaerts.

14



Actividad #1.

Realice una lectura comprensiva y destaque los puntos principales de los objetivos de la Aritmética
en los programas de MEDUCA, comparelos con lo que sefiala la autora y las dificultades que
encuentra usted en el aprendizaje de la aritmética y los aspectos que la autora describe.

2. SISTEMA DE NUMERACION DE DISTINTAS BASES

El hombre empezd a contar usaron los dedos, guigarros, marcas en los arboles o pedazo de rama,
nudos en una cuerda y otras formar que se les ocurria. Luego el hombre se dio cuenta que a medida
que la cantidad crece se hace necesario un sistema de representacién mas practico y mas sencillo
para llevar sus cuentas.

Marcas Nudos en las cuerdas

123 456 78 9

r

Un sistema de numeracién es un conjunto de simbolos y reglas que permiten representar
datos numéricos. Los sistemas de numeracion actuales son sistemas posicionales, que se
caracterizan porque un simbolo tiene distinto valor segln la posicion que ocupa en la cifra.

A continuacién describiremos cuatro sistemas de numeracion mas sobresalientes en la historia,
destacando sus elementos principales y los simbolos que ellos utilizaron para representar las
cantidades

2.1 SISTEMA DE NUMERACION EGIPCIA

Desde el tercer milenio A.C. los egipcios usaron un sistema de escribir los numeros en base diez
utilizando los jeroglificos de la figura para representar los distintos 6rdenes de unidades.
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Se usaban los jeroglificos tantos de cada uno cdmo fuera
necesario y se podian escribir indistintamente de
izquierda a derecha, al revés o de arriba abajo, cambiando
la orientacion de las figuras segln el caso.

Al ser indiferente el orden se escribian a veces segln
criterios estéticos, y solian ir acompafiados de los
jeroglificos correspondientes al tipo de objeto (animales,
prisioneros, vasijas etc.) cuyo nimero indicaban. En el
ejemplo aparece el 276 tal y como figura en una estela en
Karnak.

Estos signos fueron utilizados hasta la incorporacion de
Egipto al imperio romano. Pero su uso quedd reservado a
las inscripciones monumentales, en el uso diario fue
sustituido por la escritura hieratica y demética, formas
mas simples que permitian mayor rapidez y comodidad a
los escribas.

2.2 SISTEMA DE NUMERACION GRIEGO

El primer sistema de numeracién griego se desarroll6 hacia el 600 A.C. Era un sistema de base
decimal que usaba los simbolos de la figura siguiente para representar esas cantidades. Se
utilizaban tantas de ellas como fuera necesario segun el principio de las numeraciones aditivas.

l I" A I"fI H F‘ X P“ M
& 5‘-» 10 50 m 500 1000 5000 10@00 2] Los simbolos de 50, 500 y 5000 se obtienen afiadiendo el
signo de 10, 100 y 1000 al de 5, se us6 un principio
multiplicativo. Progresivamente este sistema atico fue

X X X I'“ HH A AA |_| ” reemplazado por el jonico, que empleaba las 24 letras del

B alfabeto griego.
300&*« 500, +200 + 30 +,.‘_5&2 3737

De esta forma los nimeros parecen palabras, ya que estan
compuestos por letras, y a su vez las palabras tienen un
valor numérico, basta sumar las cifras que corresponden a
las letras que las componen.

Esta circunstancia hizo aparecer una nueva suerte de
disciplina magica que estudiaba la relacién entre los
nameros y las palabras. En algunas sociedades como la
judia y la arabe, que utilizaban un sistema similar, el
estudio de esta relacién ha tenido una gran importancia y
ha constituido una disciplina aparte: la kébala, que
persigue fines misticos y adivinatorios.
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2.3 SISTEMA DE NUMERACION CHINA
; La escritura de los nimeros en China se empezé a
100 Fg usar desde el 1500 A.C. Es un sistema decimal
estricto que usa las unidades y los distintas potencias
de 10. Utiliza los ideogramas de la figura
:F y usa la combinacion de los ndmeros hasta el diez
g jL 1000 con la decena, centena, millar y decena de millar
para segun el principio multiplicativo representar 50,
700 6 3000. El orden de escritura se hace

] 't 10 -l-’ 10000 % fundamental, ya que 5 10 7 igual podria representar
57 que 75.

b

: B Tradicionalmente se ha escrito de arriba abajo
3;_ '-:F /t § }\ "" jL aunque también se hace de izquierda a derecha
como en el ejemplo de la figura. No es necesario
un simbolo para el cero siempre y cuando se
5x1000 + 7x100 + Bx10 +9 = §789 pongan todos los ideogramas, pero aun asi a veces
se suprimian los correspondientes a las potencias

de 10.

2.4 SISTEMA DE NUMERACION MAYA

Los mayas idearon un sistema de numeracion como un instrumento para medir el tiempo y no para
hacer célculos matematicos.

Los numeros mayas tienen que ver con los dias, meses y afios, y con la manera en que organizaban
el calendario.

Los mayas tenia tres modalidades para representar graficamente los nimeros del 1 al 19, asi como
del cero: un sistema numérico de puntos y rayas; una numeracion cefalomorfa «variantes de
cabeza»; y una numeracion antropomorfa, mediante figuras completas.

Los mayas tuvieron un conocimiento matematico muy
desarrollado, fueron los primeros pueblos en el mundo en
descubrir y utilizar el nimero cero que representaban con este
simbolo

Simbolos basicos de la numeracién maya Fue la primera civilizaciéon que desarroll6 un sistema
posicional. Esto es, un sistema matematico en el que el valor
. _ > de una cifra vale segln su posicion La cifra menor queda abajo.

1 5 0 Los tres simbolos basicos eranel punto, cuyo valor es
uno; la raya, cuyo valor es cinco; y el caracol, cuyo valor es
cero.
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o 1 > = a El sistema de numeracion maya las cantidades son agrupadas

Saae L I Bl de 20 en 20. De ahi que se le llame sistema

s & 3 8 o vigesimal porque su base es el namero 20.

=== .======= | En el sistema de numeracion maya las cantidades son

10 11 12 13 14 agrupadas de 20 en 20; por esa razén en cada nivel puede
- - - - ®> e S S . L, .

ponerse cualquier nimero del 0 al 19. Al llegar al veinte hay

s s a7 a8 _19_ | que poner un punto en el siguiente nivel; de este modo, en el

primer nivel se escriben las unidades, en el segundo nivel se
tienen los grupos de 20 (veintenas), en el tercer nivel se tiene
los grupos de 20x20 y en el cuarto nivel se tienen los grupos
de 20x20x%20.

2.5 SISTEMA DE NUMERACION BABILONICA

Se invent6 un sistema de base 10, aditivo hasta el 60 y
posicional para nimeros superiores.

Para la unidad se usaba la marca vertical que se hacia con el
punzon en forma de cufia. Se ponian tantos como fuera
preciso hasta llegar a 10, que tenia su propio signo.

De esta manera se completaba con las unidades hasta llegar
a 60.

Observemos la representacion de 83, 756 y 116 503.
Los grupos de signos iban representando en forma sucesiva
el nimero de unidades 60, 60 x 60, 60 x 60 x 60.
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Sistema de Numeracion

es

v

Un conjunto de simbolos y reglas que
permiten construir numeros con

ciertos valores

()

/ o P”"C’F”’s iy
Partitivo

los tres tipos son

Sistema de Numeracién Sistema de Numeracién Sistemas de Numeracién
No Posicional Semi Posicional Posicional

cons/s(e en cuando conS/ste en cuanda aquel en que
este este en este
Se utiliza solo una || Restar los valores de 7 i
Sumar los valores parte del simbolo dos simbolos, al de Se escribe otro simbolo || yn simbolo toma Es el més antiguo,cada Sistema Quardda Clertas Sistema, un simbolo
que representa cada para representar un | | Ia derecha se le resta q‘;em";‘;:gp;::e” dos valores simbolo toma un valor y:aqrjgtg';g;féne dleelr:ﬁ;lslo adquiere un valor segun
; i il b
uno de los simbolos valor menor el de la izquierda sin importar su posicion A A n volbra et el lugar que ocupe
estas son
/ \ ejemplos son ejemplos son ejemplos son
Valor Absolu! toJ (Valnr Relatlvo] \4 P n
[ ‘ S.N. Azteca S.N. Egipcio S.N. Romano S.N. Babilonico
es ei

El que representa el
simbolo o cifra en si

seglin la posicién que

El que toma el simbolo
ocupa

S.N. Binario

3. HISTORIA DE LOS NUMEROS RACIONALES Y LOS NUMEROS IRRACIONALES.

3.1 NUMEROS RACIONALES

Los numeros racionales aparecieron en la historia de la matematica debido a la necesidad de
resolver un problema en la vida cotidiana, se dieron cuenta que los nimeros naturales no eran
suficientes para hacer mediciones, ya que eran susceptibles en la realizacion de divisiones mas
pequefias que la unidad o divisiones mayores que la misma y estos nUmeros no eran nimeros
naturales. Estos problemas de vida cotidiana que se enfrentaron y aparecen nimeros racionales
son: medir longitudes, areas, tiempo, pesos y todo otro tipo de medidas.

Uno de los primeros textos antiguos matematicos de los que hay constancia, donde aparecen las
fracciones es el Papiro Rhind de Egipto, escrito hacia el 1650 a.C. y es la fuente de conocimiento

de la matemaética egipcia.

Un documento conocido como “el Papiro de

Rhind” o ”. de unos
3800 afios de antigiiedad, contiene una
recopilacion de unas 87  cuestiones

matematicas. El papiro, que mide unos seis
metros de longitud y 33 cm de ancho, se
encuentra en muy buen estado de conservacion
y es considerado un verdadero tesoro.
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En Occidente los musulmanes introdujeron su sistema de numeracién, conocido como
indoarabigo. Este paso fue clave para la comprension y el estudio de los nimeros racionales en la
vieja Europa.

Enel S. XIIl Leonardo de Pisa, mas conocido por su apodo Fibonacci, introdujo el concepto de
numeros quebrados 0 nameros “ruptus”, empleando ademas la raya para separar el numerador del
denominador.

3.2 NUMEROS IRRACIONALES

La idea de numero irracional aparecio en la geometria con los antiguos griegos cuando observaron
que los nimeros racionales no completaban la recta. EI primero en comprobarlo fue el filésofo y
matematico griego Pitagoras de Samos (582 a.C. — 507 a.C.), quien estudio un triangulo rectangulo
con catetos de longitud uno, y observo que la longitud de la hipotenusa del triangulo no podia tenia
un valor racional, demostrando con este hallazgo la no completitud de los nimeros racionales y
la existencia de unos numeros hasta entonces desconocidos.

La Escuela Pitagorica llamé a estos nimeros inconmensurables. Al principio la aparicion de estos
nameros “desconocidos” desconcertd a los miembros de la Escuela Pitagérica, la existencia de
los irracionales ponia en evidencia que muchas suposiciones y demostraciones de la geometria
eran falsas o estaban incompletas.

Los Pitagoricos llegaron a plantearse el mantener en secreto estos nimeros que contradecian su
doctrina, “la adoracién del numero como ente perfecto que gobernaba el universo y todo lo que
en ¢l existia”.

Tres siglos después de su descubrimiento, Euclides en su obra “Los Elementos” trata el tema de

los nimeros irracionales, y llega a demostrar que la raiz cuadrada de dos no puede ser un nimero
racional.
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EL CONJUNTO DE

SE PUEDEN EXPRESAR COMO €— —>» SE PUEDEN EXPRESAR COMO
st

DECIMAL INFINITO PERIODICO DECIMAL INFINITO NO PERIODICO
EJEMPLO EJEMPLO
/ ESTOS: SON LOS: ESTOS SON Los \

45,161616161...... RAC' (0) NALES ———UNIDOS/CaN 12 FASSIIRIEANSR0L20D
o) | & IRRACIONALES
\_J.

QUE ES EL CONJUNTO UNION DE

—>~» ENTEROS Z

son ES LA UNION DE

! e
atoals | e

ES EL CONJUNTO ESEL CONJUNTO

4. NUMEROS PRIMOS Y NUMERO COMPUESTO

Un namero natural distinto de 1 es un namero primo si sélo tiene dos divisores, él mismo y la

unidad.

Un ndmero natural es un nimero compuesto si tiene otros divisores ademas de él mismo y la

unidad.
Ejemplos: 19 es un nimero primo porque sus Unicos divisores son 1y 19.
24 es un numero compuesto porque sus divisores son 1, 2, 3,4,6, 12y 24

5. CRIBA DE ERATOSTENES

En esta actividad se utiliza un método que se conoce como Criba de Eratdstenes, que consiste en
eliminar metddicamente, de la totalidad de nameros inferiores a uno dado, todos los nimeros que
no son primos o sea los nimeros compuestos, que son aquellos que tienen mas de dos divisores.

Calculemos los numeros primos del 1 al 100.
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Actividad

Construye la tabla de los numeros primos menores gue 100.

Para ello, sigue estos pasos:

1.7 A partir del 2, tacha los mualtiplos de 2.

2.7 A partir del 3, tacha los mualtiplos de 3.

3.7 A partir del 5, tacha los mualtiplos de 5.

4.7 A partir del 7, tacha los mualtiplos de 7.

5.7 A partir del 11, tacha los multiplos de 11.

+ ;Oue observas al aplicar el paso 5.°7

» sCuantos ndmeros primos hay menores gue

6. CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD

N UMERO
DIVISIBLE

POR:
2
3

10

25

REGLA

Si termina en 0 6 en cifra par.
Si la suma de sus cifras es multiplo de tres.

Las Gltimas dos cifras son un nimero divisible
por 4.

Siterminaen 0 o en 5.

El nimero es divisible por 2y 3

si doblas la dltima cifra y la resta del resto del
ntmero, y el resultado es divisible por 7.
(Nota: puedes aplicar esta misma regla a la
solucién de la operacion)

Las tres Gltimas cifras son un nimero divisible
por 8.

la suma de las cifras es divisible por 9.
(Nota: puedes aplicar la regla otra vez a la
respuesta. Como en el caso del 7)

El nimero termina en 0.
Ademas del 0, son divisibles por 25 todos los

nameros cuyas dos Ultimas cifras son: 00, 25,
50, 75

22
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2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 4T 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 &5 66 &T 68 69 TO
1 72 ¥3 T4 TS5 T6 TT T8 T9 8O
81 B2 83 B84 85 856 87 88 89 90
91 92 93 94 95 956 97 98 99 100

EJEMPLOS:

Ejemplos 80; 202; 35736;

Ejemplos: 612 (dado que 6 + 1+ 2 =19); 9 es un
multiplo de 3; (3x3=9)

3112 es (12:4=3)

Ejemplos 45; 90; 1565.

114 (es par,y 1+1+4=6y 6+3 =2

418 terminaen par es divisible por 2, pero 4
+1+ 8=13 y 13 no es multiplo de 3.

602 , el doblede 2es 4,60 - 4=56,56: 7=
8 Si

905 (el doble de 5 es 10, 90 - 10=80, y
80:7=11,42857) No

109816, 816 :8 =102

6192 , sumemos los digitos 6 + 1 +9 +2 =18y
otravez, 1+8=9 Si
2013 (2+0+1+3=6) No

240

Los nimeros 100, 325, 450, 1575 son divisibles
por 25



Actividad.

Aplica las reglas enunciadas y justificadas en clase y resuelve la siguiente actividad.

1. Indica con una cruz la casilla correspondiente cuando el nimero sea divisible por el que
encabeza la columna correspondiente.

NUmero | 2 3 4 5 6 9 10 25
144

306
360
396
1800
2365
22220
444444
540084

2. Escribe 6 nimeros que sean simultaneamente divisibles por 6 y por 9.
3. Escribe cuatro nimeros que sean simultaneamente divisibles por 5, 3y 10
4. Escribe tres niUmeros que sean divisibles por 9 y no lo sean por 6.

5. ¢ Cual cifra puedes colocaren el U paraquel U 1 seadivisible por 3?
¢Puedes colocar otra cifra? ;Cuales?
6. ¢Cual cifra puedes colocarenel 0 paraque 81 L1 2 seadivisible
por 47
¢ Puedes colocar otra cifra? Cuales?

7. MINIMO COMUN MULTIPLO

El minimo coman mdltiplo (m. ¢. m.) de dos 0 mas numeros es el menor maltiplo comdn distinto
de cero.

Veamos un ejemplo:

Encontrar el minimo comun multiplode 2y 3

Primero encontramos los maltiplos de 2 y de 3

Molbiples de 2. 2.4,6,8,40, 12, 414 16 ,18. .
Hd“—lp'os de 3: 31/6, QA AN R e

Los multiplos que tienen en comun el dos y el tres son: 6, 12, 18,.... Hay que tener en cuenta
que los multiplos son infinitos y que nosotros solo hemos mostrados los primeros de cada numero.
El minimo comin maltiplo o m.c.m. es 6, ya que es el menor de los multiplos comunes.

- Veamos otra forma de encontrar el m.c.m. de dos 0 mas numeros.
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Para hallar el minimo comdn multiplo de dos o méas numeros debemos descomponer los
numeros en factores primos.

Ejemplo: Halle el m. c. m. (30, 36, 60)

30 -36 -60 2 Se colocan las cantidades de menor a mayor. Se empieza
15 -18 -30 2 con el primer ndmero primo que divida a alguna de estas
15 - 9 -15 3 cantidades, en este ejemplo es el 2. Si todavia una de las
5 -3 -5 3 cantidades se pueda dividir por este nimero primo (2) se
5 -1 -5 S sigue, en caso contrario se continta con el siguiente
1 -1 -1 namero primo, en este caso el 3 y asi sucesivamente.
Luego multiplicamos los factores primos
2x2x3x3x5=180, esel mc.m

8. MAXIMO COMUN DIVISOR
El maximo comun divisor, m.c.d. de dos o mas numeros es el mayor numero que divide

exactamente a dos 0 mas numeros. Encontremos el m.c.d. de 15y 20
Primero encontremos los divisores de 15 y de 20:

Divisores de 15: 71,15, 3, 5
Dwisores de J.O //, 20 J 2/ '(O p L" 5

Los divisores comunes de 15y 20 son 1y 5. Y el mayor de estos divisores comunes o el m.c.d.
es 5.

- Veamos otra forma de encontrar el m.c.d. de dos 0 mas nlimeros.

[EEN

Se descomponen los nimeros en factores primos.
2. Se toman los factores comunes con el menor exponente.

Ejemplo: encontrar el m.c.d.de 12, 18 y 24

12 |2 18 |2 242
6|2 9 ‘ 3 12|2
3 3 22x3 33 2x3? 612 23x3
1 1 33
1

Elm.c.d.de 12,18y 24 es: 2x3 =6
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Actividad /*7"”

I. Parte. Halle el m.c.m y m.c.d. de los siguientes nimeros:
1) 30, 60,120 3) 180, 252y 594
2) 140, 325, 490 4) 60, 100

Il Parte. Resuelva los siguientes problemas utilizando el concepto de m.c.m y/o m.c.d.

1) Andrés tiene en su tienda los botones metidos en bolsas. En la caja A tiene bolsitas de 24 botones
cada una y no sobra ningun botén. En la caja B tiene bolsitas de 20 botones cada una y tampoco
sobra ningan botdn. EI nimero de botones que hay en la caja A es igual que el que hay en la caja
B. ¢ Cuantos botones como minimo hay en cada caja?

2) Unviajante vaa Chiriqui cada 18 dias, otro va a Chiriqui cada 15 dias y un tercero va a Chiriqui
cada 8 dias. El dia 10 de marzo han coincidido en Chiriqui los tres viajantes, cuando vuelven a
coincidir los tres viajeros en Chiriqui?

3) Mayra y Nathan tienen 25 bolas rojas, 15 bolas verdes y 90 bolas amarillas y quieren hacer el
mayor numero de collares iguales sin que sobre ninguna bola.

a) ¢Cuantos collares iguales pueden hacer?
b) ¢Qué numero de bolas de cada color tendra cada collar?

4) Lenn tiene un reloj que da una sefial cada 60 minutos, otro reloj que da una sefial cada 150
minutos y un tercero que da una sefial cada 360 minutos. A las 10 de la mafiana los tres relojes
han coincidido en dar la sefial. a) ¢ Cuantas horas, como minimo, han de pasar para que vuelvan a
coincidir? b) ¢ A qué hora volveran a dar la sefial otra vez juntos.

9. LAS FRACCIONES

Las fracciones, también conocidas con el nombre de “quebrados”, ya eran conocidas por
babilonios, egipcios y griegos. Pero el nombre de fraccion se lo debemos a Juan de Luna, que
tradujo al latin, en el siglo XII, el libro de aritmética de Al-Juarizmi. De Luna empleé la palabra
«fractio» para traducir la palabra arabe «al-Kasrs», que significa quebrar, romper.

Se cree que las fracciones surgieron en el Antiguo

Q Egipto, al tener que repartir panes entre personas pero
OO OO0 cuando habia méas personas que panes los egipcios
<q> T TR TR=ER =R R s6lo  utilizaban  fracciones  unitarias  (cuyo

I =0 denominador es 1) y una a la que daban un

V
BohoW WIS N 1T sonIm simbolismo especial, la fraccién < - .
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Se considera que fueron los egipcios quienes
utilizaron por primera vez las fracciones, pero s6lo
aquéllas de la forma 1/n o las que pueden obtenerse
como combinacidn de ellas. Es decir, Los egipcios
utilizaron las fracciones cuyo numerador es 1y cuyo
denominador es 2, 3, 4,..., y las fracciones 2/3 y %
consiguiendo hacer calculos fraccionarios de todo
tipo. Los egipcios resolvian

Los babilonios fueron los primeros en utilizar una
notacién racional expresando los nimeros de forma
parecida a la actual.

La expresion de una fraccion poniendo el numerador arriba y el denominador abajo se la debemos
a los hindues, pero ellos no ponian entre ambos la raya horizontal que ponemos en la actualidad,

esa raya se la debemos a los arabes.

10. SIGNIFICADO DE FRACCION

El nombre de fraccién se lo debemos en parte a Juan de Luna, que lo tradujo del latin en el siglo
XI1, del libro de aritmética de Al-Juarismi. Aquel utiliz6 la palabra “fractio” para traducir la

palabra arabe “al-Kasr”, que significa quebrar, romper.

Interpretaciones del concepto de fraccion.

1. La fraccién como parte de una unidad

Se toma un todo como unidad. En este caso la fraccion
representa un valor con relacién al todo.

- 3 . . .
Ejemplo: S Quiere decir, que de las cinco partes que
son el todo, se toman tres partes.

Fraccién continua

N N

fraccion discreta

ANANN

Segun los estudios de Piaget, Inhelder, Szeminska de
1.960 [24], la nocion de fraccién desde la relacion
parte-todo, se fundamenta en siete atributos bésicos:

a. Un todo esta formado por elementos separables.
b. La unidad “todo” se puede dividir en un numero
de partes determinado.

c. La reunién de todas las partes forman la unidad
“todo”".

d. El nimero de partes no es igual al nimero de
cortes.

e. Las partes iguales, deben ser congruentes.

f. Las partes se pueden considerar a su vez como
unidad “todo”.

g. La unidad “todo” se conserva

En esta replantacion de canicas no son iguales en sus
colores, pero si en tamafio, asi que las “partes
iguales” se refieren a cantidades de canicas,
es decir, lo que se conceptualiza hace
referencia a cantidades, numeros y no a
objetos concretos.

En la figura se

1
representa del
todo

2. La fraccion como cociente

Se toma la fraccién como el cociente indicado entre
dos ndmeros naturales.

Ejemplo: Se requiere repartir B/ 12000 entre 4
personas.

¢Cuanto le toca a cada uno?

La reparticion se encuentra al dividir doce mil entre

12000
cuatro y se expresa como — el resultado es 3000

3. La fraccidn como razén y proporcion
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s

En estas canicas son del mismo tamafio y
color, cada una de ellas son partes iguales-

Se presenta cuando se comparan dos cantidades de
una misma magnitud, se estan usando las fracciones
COMO razones.

Ejemplo: Larazon de nifias y nifios en u colegio
X es de 4 a 3, estamos diciendo que por cada
4 nifias hay 3 nifios.

4. La fraccion como operador

Se presenta cuando se toma la fracciéon como un
operador multiplicativo de un ndmero natural.

Ejemplo: ¢ Cuanto es g de B/ 1507
> X (150) = 120

FIGURAL NUMERAL UITERAL
SUPERFICIE LONGITUD DISCRETO FRACCION | PORCENTAJE | DECIMAL | Uncvarto
(OLINEAL) Uno de
cuatro
Una cuarta
parte
0 l O O Proporcién
LO | | 4 26% 0,25 s
O O cuatro
de cuatro partes | Sefala punto entre o Uno delos 4 Cociente de Sugiere 100 25de 200 Cuatro
iquales y1 dosnimeros | como la unidad partes
iquales

11. CONTEXTO CONTINUO Y CONTEXTO DISCRETO EN LAS FRACCIONES

Cuando se habla de un contexto continuo, para la ensefianza de las fracciones se relacionan con el
concepto de area o de longitud, es decir que corresponden a magnitudes cuya medida esta asociada

con los nimeros reales.

En el contexto continuo en las fracciones es fundamental el concepto de “dividir” en partes
“iguales”; en el caso de las regiones planas es dividen en partes “congruentes” esto significa

dividir en partes de “igual tamafo”, es decir de “igual area”.
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Representacion grafica de fracciones en el contexto continuo

Cuando se menciona las fracciones en los contextos discretos, en la educacion bésica se enfatiza a
conjuntos con elementos que se representan graficamente en forma separada, es decir, a esos
elementos se le asocia con elementos del conjunto de los nimeros naturales (discreto).

Para una mejor comprension una unidad puede ser un conjunto con 4 pelotas de beisbol, o 16
lapices, 5 corazones, 6 tridngulos, 5 granos e maiz, etc.

4 /NA/N/N
0eee Ve Uil A

3/4 2/5 1/6
Representacion grafica de fracciones en el contexto discreto

Recuerde a los estudiantes explicarle qué fraccion de la representacion grafica desea que se lo
escriba numéricamente, la parte coloreada o la de sin colorear. En nuestro ejemplo se representa
la parte coloreada.

Los estudiantes deben realizar asociaciones entre los modelos graficos, la escritura, la lectura y la

representacion simbdlica de la forma % :

Actividad, o=

1. Toma una hoja 8 % cm por 11 cm, y realiza representaciones de Y.

2. En una hoja cuadrada de 10 cm de lado, realiza cuatro dobleces por la mitad, dobla siempre
por la parte punteada. ¢ Cuantas partes de igual tamafio se forman al desdoblar la hoja?

¢ Qué fraccion de la hoja cuadrada es cada una de las partes? ¢ Cuél es el area de cada una de las
partes ?.

Completa la tabla, con los dobleces que se le pide.
Dobleces Partes
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3. En cada uno de los siguientes ejercicios escriba cuantos cortes se hicieron y cuantas partes se

generaron:
Gréfica Cortes Partes Gréfica Cortes Partes

4

y

12. UBICACION DE FRACCIONES EN LA RECTA NUMERICA

Las fracciones también se pueden representar en la recta numérica. Para ubicar fracciones propias
en la recta numérica se divide la unidad en partes iguales (segmentos), segun indica el
denominador,

Ubicamos la faccién en la recta numérica segun indica el numerador

Ejemplo
4
Ubiquemos en la recta numérica la fraccion 7
Dividimos la recta en 7 segmentos iguales (segun indica el denominador)
Ubicamos la fraccion en el segmento 4 (segun indica el numerador)

4
7

Vamos a ubicar en la recta numeérica la fraccion

xdd ld i

3
T El T T ¥ T T
o 3 1

7

e

Fijate que la recta se dividid en 7 segmentos
iguales, como indica el denominador.

La fraccion se ubicd en el segmento 4, como
indica el numerador.

Existen dos formas de representar una fraccion impropia en la recta numérica:

1. Directamente

Dividimos todos los nimeros enteros de la recta numérica en partes o segmentos (segun el nimero
que indica el denominador)
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Empezando desde 0 contamos el nimero de veces que nos indica el numerador y ubicamos la
fraccion.

2. Transformando la fraccién impropia a nimero mixto

Recuerda que para pasar una fraccion impropia a nimero mixto debes dividir el numerador de la
fraccion entre el denominador.

Al convertirlas en ndmero mixto, el entero que se obtiene nosindica entre que
nameros enteros esta la fraccion impropia, y la fraccidén que nos resulta se ubica entre dichos
ndmeros.

Ejemplo

L ln

Vamos a ubicar en la recta numérica la fraccion

Directamente
a. Marcamos en la recta numérica nimeros enteros.

b. Dividimos cada nimero entero en 3 partes 0 segmentos (segun indica el denominador).
c. Contamos desde 0 hasta 5 los segmentos (segun indica el numerador).
d. Ubicamos la fraccion en el 5° segmento.

Transformando la fraccién impropia a nUmero mixto
. ., 5 , -
Paso 1. Convertimos la fraccion 3 en numero mixto.

Recuerda

resto.

5+3=1;elresto=2

1 —— partes enteras

2 —— nuevo numerador

El denominador se mantiene igual que en este caso es 3

Dividimos el numerador entre denominador y comprobamos cuantos enteros nos da y cuanto es el

El entero 1 nos indica que la fraccion esta entre el 1
yel 2.
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Paso 2. Ubicamos la fraccion original en la recta numérica
a. Marcamos en la recta numérica nimeros enteros.

b. Dividimos cada nimero entero en 3 partes 0 segmentos (segun indica el denominador).
presentacion de fracciones mediante graficos:

. . 5 o
¢. Ubicamos la fraccion S en la recta numérica entre los enteros 1 y 2 en el 2° segmento.

| ! | 1 As 1
—-F I T T T
0 1 S5 2

3

Vea estos otros ejemplos
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Actividad /*7"”

1. Une cada pieza con la fraccion que le falta para completar la unidad.

o[V

Ny oY
LI

NI

13. COMPARACION DE FRACCIONES.

13. 1 FRACCIONES CON IGUAL DENOMINADOR
De dos fracciones que tienen el mismo denominador es menor la que tiene menor
numerador.

13.2 Fracciones con igual numerador
De dos fracciones que tienen el mismo numerador es menor el que tiene mayor
denominador.
4
1z -9
13.2 Con numeradores y denominadores distintos

En primer lugar las tenemos que poner a comun denominador.

2
3

O »

)

g )

Buscamos el m.c.m (3,5,9) = 45, cada fraccion la trasformamos en fraccion
equivalente

4 2
9’ 3
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36 20 30

457 45’ 45
Es menor la que tiene menor numerador.
4 20
9 45

Actividad 4

1. Ordenar de menor o mayor las siguientes fracciones

1 3 8 2 1
J 5 b) T )_)_)_

NN

5 8
a) 55

14. OPERACIONES CON FRACCIONES
14.1. ADICION DE FRACCIONES
14.1.1 CON IGUAL DENOMINADOR

Si dos fracciones tiene el mismo denominador, se suman los numeradores y se deja el mismo
denominador. Si la fraccion resultado se puede simplificar, se simplifica.

Ejemplo:

e ey |
7 7 7

14.1.2. CON DISTINTO DENOMINADOR

Si las fracciones tienen distinto denominador se reducen a comun denominador y se suman los
numeradores dejando el denominador. Finalmente, si es posible se simplifica.
Ejemplo:

5,1.1542 17
A 4 6 12 12 continuacidn se representa graficamente la suma de
fracciones homogéneas
4 6
RS ‘
10 10 LA
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14.2- RESTA O SUSTRACCION DE FRACCIONES

14.2.1- CON IGUAL DENOMINADOR
Si dos fracciones tiene el mismo denominador, se restan los numeradores y se deja el mismo
denominador. Si la fraccion resultado se puede simplificar, se simplifica.

Ejemplo:

B
7

S ES

s
7
14.2.2- CON DISTINTO DENOMINADOR

Si las fracciones tienen distinto denominador se reducen a cumun denominador y se restan los
numeradores dejando el denominador. Finalmente, si es posible se simplifica.

Ejemplo:

—
19}
'
N
w

o~|—-
—
N
-
N

Actividad

1. Relaciona cada suma con su representacion grafica. Calcula su resultado.

2 - o8 :h

1 3 4 .. 1 3 5 .. 1 6 2

+—+ +—4 +—+
12 12 12 .. 12 12 12 .. 12 12 12

2. Completa la resta de fracciones
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3. Problemas de adiccidn y sustraccion de fracciones

1. Andrés y Jaime compraron una torta. Andrés se comio
y Jaime se comio el resto. Quién de los dos comid mas?

¢ Cuantos mas?

2 3

2. Diana y Sonia estan pintando un mural. Diana ha pintado 7 y Sonia ?.

¢ Qué fraccion del mural han pintado entre las dos?

3. Luis y Ana estan armando un rompecabezas de 24 piezas. Ana armé 12 piezas y Luis 9 piezas.
¢Qué fraccion del rompecabezas han armado?

¢Qué fraccion del rompecabezas les falta por armar?

3

4. La semana pasada Diana leyé =del un libro y en esta semana ha leido
libro ha leido?

=1

, ¢, Qué fraccion del

i @

' B

ST -

5. Dos tercios de los pupitres de un saldn de clase estan pintados de rojo, un cuarto estan de azul
y el resto estan pintados de verde. ¢ Qué fraccion de pupitres esta pintada de verde?
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14.3 MULTPLICACION DE FRACCIONES

La multiplicacion en forma grafica es més sencilla si la representamos como unidad
(rectangulo), se grafica la primera fraccion que se va a multiplicar; y luego por la otra longitud
del rectangulo-unidad se grafica la otra fraccion; las partes intersecadas por estas dos

divisiones, corresponden a la respuesta de la multiplicacion de fracciones,

Recuerde:
Hay 3 simples pasos para multiplicar fracciones

1. Multiplica los nimeros de arriba (los numeradores).

2. Multiplica los nimeros de abajo (los
denominadores).

3. Simplifica la fraccion.

Actividad

Explique el proceso de multiplicar fracciones para estos ejemplos.

S
X
N =
[
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14.4. DIVISION DE FRACCIONES
Para dividir dos fracciones, se multiplica el dividendo por el reciproco del divisor.

) R ] 2
Ejemplo: dividir — entre —
7 3

x

3
2
reciproco —J

<~ @

’—w|m

~\1|:,>

14

R

Actividad. /-fr"'

1. Dadas las siguientes representaciones de division de fracciones, observe y Comente con su
grupo sobre su procedimiento en forma grafica.
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Problema resuelto /
Isabel debe repartir % de una barra de
chocolate en partes iguales entre 3 ninos:
Daniela, Diego e Ignacio.

¢Qué fraccion del chocolate le corresponde a
cada nino?

Solucion

A cada nifio le tocara la tercera parte de la
porcion de chocolate que se repartio
Esto puede resumirse en el siguiente esquema:
Procedimiento:

Se debe repartir *} en 3 partes iguales, por
lo tanto debo dividir % por 3

Operacion y resultado:

3 i d ot
g 3=4"3 =3

Respuesta:
Cada nifo recibi6 la cuarta parte de la barra
de chocolate

Resuelve los siguientes problemas
indicando en cada caso:

(a) El procedimiento.
(b) La operacion con su resultado.
(c) La respuesta del problema.

Problema 1:

Si Anita reparte % de una torta en partes
iguales entre sus 3 hijos, ¢ qué fraccién de la
torta le corresponde a cada nifo?

Problema 2:

Don Domingo quiere repartir la mitad de un
terreno en partes iguales entre sus 3 hijos.

¢ Qué parte del terreno le corresponde a cada
hijo?

Problema 3:
Una profesora repartié un cuarto kilo de galletas
entre los 5 alumnos que contestaron bien un

problema. ;Qué fraccion de un kilo de galletas
recibié cada uno de estos alumnos?

Problema 4:

Don Manuel debe repartir las % partes de las
ganancias que obtuvo su empresa, en partes
iguales entre los 13 empleados que trabajan
para él. ;Qué parte de las ganancias le
corresponde a cada empleado?

Realiza las siguientes operaciones: Problema 5:

1. % e Para una reunién con sus amigos Daniel quiere
3 preparar 3 pizzas. Si tiene % kilo de queso,

2. 5:4 = ¢con qué cantidad de queso queda cada pizza

3 Wy 5 - si lo gasta todo y a todas le pone la misma

: 77 : - cantidad?

4. E 18 =
2 =

5 = HG—

6. 13:6 =
15

15. RAZONES

Razon de dos cantidades es el resultado de comparar dos cantidades. Dos cantidades pueden
compararse de dos maneras. Hallando en cuanto excede una a la otra, es decir, restandolas, o
hallando cuéntas veces contiene una a la otra, es decir, dividiéndolas. De aqui que haya dos
clases de razones: razon aritmética o por diferencia y razon geométrica o por cociente.

Razén aritmética o por diferencia de dos cantidades es la diferencia indicada de dichas
cantidades.
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La razones aritmética se pueden escribir de dos maneras: separando las dos cantidades con el
signo “ - “ 0 con un punto ““ - .

Asi, la razén aritméticade 2 a5 se escribe: 2 —5 6 2 -5 yseleedosesab.

Los términos de una razon aritmética se llaman: antecedente el primero y consecuente el
segundo. Asi en larazén aritmética 2 — 5 el antecedente es 2 y el consecuente es 5.

Razdn geométrica o por cociente de dos cantidades es el cociente indicado de dichas cantidades.
Las razones geomeétricas se pueden escribir de tres maneras: En forma de fraccion, separadas las
cantidades por el signo de division (=) o con dos puntos o el signo de razon ( ;).

- ) sa = . 4 . .
Asi, la razdn geométrica de 4 y 6 se escribe: o 4 + 6 ;obien 4:6yselee “cuatro es a seis

13

Los términos de la razon geométrica se llaman antecedente el primero y consecuente el segundo.

Observacion:
A continuacion, cuando se diga simplemente razon se entendera que la razon pedida es
geomeétrica.

No hay que confundir razén con fraccion. Si % es una fraccion, entonces a y b son
nameros enteros con b# 0, mientras que en la razén%, los nimeros a y b pueden
ser decimales.

16. PROPORCION

Una proporcion es la igualdad entre dos razones.
Ejemplo:

y 14
16.

X~

Se concluye que: 7 = 14.

8 16
Esta igualdad de dos razones constituye una proporcion.
Se establece que: a = ¢ es una proporcion, y se lee:

b d

aesabcomo cesadendonde ay dse denomina extremos, by c son los
medios.

extremoe«—a = C » Medio

medio «— b d extremo

En toda proporcion se cumple la propiedad fundamental que dice:
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El Producto de los extremos es igual al producto de los medios.

axd=bxec

Esta propiedad es muy util para la solucion de problemas en los cuales se puede aplicar una
proporcion, puesto que si se conoce tres de sus términos, se puede encontrar el valor del cuarto
elemento.

Propiedades Fundamentales

En toda proporcion se cumple que; el producto de los extremos es igual al producto de los
medios.
Ejemplo: En la proporcion: 5 =10 5x6=3x10
3 6 30=30
Esta propiedad fundamental permite resolver una proporcion; si se conocen tres de sus términos
se pueden encontrar el valor del cuarto elemento.
Al valor desconocido la llamaremos x.
Para no confundir el signo de multiplicacion con la letra x, utilizaremos el punto (.)como simbolo

para multiplica

Ejemplo: Verifique si es 0 no una proporcion 2 =4
13 5

No es una proporcién:

(2) (5) #(13) (4)
10 # 52.

Ejemplo : Encuentre el valor desconocido

X =x-4
7 3
(3) (x) =7(x-4)
3X =7x- 28
3X -7x = -28
-4x = - 28
-4x =-28
-4 -4
x=17

Ejemplo: y: 0,05 :: 2:3

y =2
0,05 3

() 3) =(2) (0,05)
3y =0,10
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Actividad #*

I. Hallar el término desconocido en:
1 9:x:u:2:3.

2. X :0,02::24:0,2.

3 7 1 2

P A
2 6 3

4, 0,04:x:x:0,64.
I1. Resuelva los siguientes problemas

1. Una méquina ha producido 100 piezas en 4 horas, ¢Cuantas producird en 6 horas?

A) 125

B) 150

C) 140

D) 180

2. Un transportista cobra 3€ por cada 4 km ¢ Cuanto cobrara por un recorrido de 120 km?

A) 90

B) 60

C) 75

D) 100

3. Mayra recibe B / 21,00€ por cuidar de un nifio durante 3 horas. ¢ Cuanto cobraré si lo cuida 2
horas?

A) 14

B) 12

C) 10

D) 16

4. José ha tardado 3 horas en mecanografiar 16 hojas de su trabajo de historia ¢Cuantas podra
mecanografiar en una hora y media?

A) 6

B) 10

C)8

D)9

5. Siun ciclista tarda 2,5 horas en llegar a una ciudad a una velocidad de 30 km/h. ¢ Cuénto tardara
en llegar a una velocidad de 25 km/h?

A)5

B) 4

C)2

D) 3
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6. Un chocolatero quiere repartir bombones en 15 cajas de 8 unidades cada una. ¢;Cuantas cajas
necesita si quiere colocarlos en cajas de 6 bombones cada una?

A) 18

B) 24

C) 15

D) 20

7. Entre 6 comparieros realizan un trabajo en 12 horas. ¢Cuénto tardarian si lo hicieran con tres
comparfieros mas?

A) 6

B)8

C) 10

D) 18

8. Con la hierba que tengo puedo alimentar 15 vacas durante 6 dias. ¢Cuantas vacas podré
alimentar con la misma hierba durante 9 dias?

A) 12

B)9

C) 11

D) 10

9. Andando a 60 pasos por minuto tardo 25 minutos en llegar a mi casa. ¢ Cuénto tardaré a 80
pasos por minuto

A) 20 m. 30 sg.

B) 18 m. 45 sg.

C)15m.

D) 24 m.

10. 6 amigos se reparten una caja de galletas, tocandoles a cada uno 15 galletas ¢ Cuéntas galletas
les corresponderian si fueran 9 amigos?

A) 10

B) 15

C)8

D) 12

17. MAGNITUDES PROPORCIONALES

Dos  magnititudes, ay b,  son proporcionales cuando  existe ~una  constante k (que
Ilamamos razén) tal que a =b-k o bien a=k/b. En el primer caso decimos que son directamente
proporcionales y cuando aumenta a, aumentab, 6 cuando disminuye a, disminuye b. En el
segundo caso, decimos que son soninversamente proporcionalesy cuando
aumenta a, disminuye b, 6 cuando disminuye a, aumenta b.

17.1 PROPORCION DIRECTA

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando al aumentar una, aumenta la otra en la
misma proporcion.

Un kilo de harina cuesta B/ 1,25 si compramos 4 kilogramos de harina nos costaran B/ 5,00 luego
las magnitudes kg de harina y precio son dos magnitudes directamente proporcionales, al aumentar
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una aumenta la otra en la misma proporcion. Al multiplicarse por 4 la cantidad de harina se
multiplica por 4 el precio.

Llamamos regla de tres directaoinversaal método que nos permite conocer el valor
de a cuando b aumenta o disminuye segun una relacién de proporcionalidad directa o inversa. O
bien, conocer el valor de b cuando a aumenta o disminuye.

Regla de tres simple directa

Dadas dos magnitudes, se conocen la equivalencia entre un valor de una y el valor de la otra.
Entonces para cada nuevo valor que se de a una magnitud calculamos el valor proporcional de la
segunda magnitud

Magnitud A Magnitud B
@ " a_b ,_bec
[ T a

b
C—»X X

El precio de tres boligrafos es de B/ 4,50 ¢Cuanto cuestan 7 boligrafos?

Boligrafos  Precio

3 — 45 3 45 7.4.5
== K= =10.5
7 =¥ 7 X 3

17.2 PROPORCION INVERSA

Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando al aumentar una
disminuye la otra en la misma proporcion

Tres pintores tardan 10 dias en pintar un edificio . ¢ Cuanto tardaran seis pintores en hacer el
mismo trabajo?

Al aumentar el nimero de pintores disminuye el tiempo que se tarda en pintar el edificio, como
el nimero de pintores se multiplica por 2, el nimero de dias que se emplean en pintar se divide
por 2. Asi tardaran 5 dias.

REGLA DE TRES SIMPLE INVERSA
Dadas dos magnitudes, se conocen la equivalencia entre un valor de una y el valor de la otra.

Entonces para cada nuevo valor que se dé a una magnitud calculamos el valor proporcional
inverso de la segunda magnitud.

43



Magnitud A Magnitud B

a 'b}i X ab
[

= =
C— »x b

. . . . e, , b .
Una de las dos razones se invierte, para este caso se invirtié la razon ~ . por lo general casi
siempre invierten donde esta la incognita.

Ejemplo:

En una granja avicola hay 300 gallinas que se comen un camion de grano en 20 dias. Si se
compran 100 gallinas mas ¢En cuanto tiempo comeran la misma cantidad de grano?

Gallinas Dias
300——>20 300 _ x 20300 _,.
400 » x 400 20 300

ACTIVIDAD M’:';"

1. Completar la tabla para que las magnitudes de las columnas sean directamente proporcionales
e indicar cual es la constante de proporcionalidad.

1 Z 4 5 6 b

0.75 1.5 2.2 4.5

2. El precio de un paquete de 13 rotuladores es de B/ 9,75. ¢ Cuantos rotuladores podemos
comprar por el precio de B/ 15,75 ?.

3. José Manuel marca 5 goles cada 25 minutos de partido. Calcular cuantos goles marcara en una
hora mediante una regla de tres. Indicar si es una proporcionalidad directa o inversa.

4, El precio por kilogramo de queso blanco es de B/ 2,50. ;Cuénto nos costard comprar 125kg de
queso? Indicar si es una proporcionalidad directa o inversa.

5. Si Lenn tarda 3 horas en estudiar los 5 primeros temas del examen, ¢cuantas horas mas
necesitamos para terminar de estudiar si en total hay 17 temas?

6. Para obtener el certificado de inglés Nathan, necesita obtener un 7 sobre 10 en el test, que consta
de 243 preguntas. Calcular el nimero minimo de preguntas correctas necesarias para obtenerlo.

44


http://www.matesfacil.com/ESO/proporcionalidad/proporcionalidad-direca-indirecta-3.html

7. Un autobus recorre 70km en dos horas. ¢ Cuénto tardara en realizar un viaje de 345km? Indicar
si es una proporcionalidad directa o inversa.

8. Tres personas tardan 12 horas en pintar un muro. ;Cuantas personas se necesitan si se quiere
conseguir la tarea en tan solo 4 horas?

9. El precio de un barril de petrdleo de 100 litros es de B/ 50. ¢ Cual es el precio de 3 barriles de
75 litros?

10. Completar la tabla para que las magnitudes de las columnas sean
inversamente proporcionales.

32 8 1 6 16 b

3 12 4 96

11. Cinco operarios tardan 9 horas en revisar el motor de todos los trenes de la estacion. ¢ Cuénto
se tardaria en realizar el mismo trabajo si se contratan a dos operarios mas?

12. Cuando abrimos la manguera el nivel del depésito de agua desciende 20cm cada 5 minutos.
Calcular el tiempo que tarda en vaciarse el depdsito si su nivel maximo es de 2.3 m.

13. Tres trabajadores recolectan 100 manzanos en 5 horas. Uno de ellos ha sufrido un accidente
laboral y no puede continuar con su labor. Calcular cuénto se tardara en recolectar los 300
manzanos restantes entre los dos trabajadores activos.

14. Una empresa de refrescos dispone de 3 maquinas embotelladoras, las suficientes para
satisfacer un pedido diario de 2400 botellas. En verano el pedido diario asciende a 5600 botellas.
Calcular cuantas maquinas embotelladoras han de alquilarse para asumir el incremento de la
demanda.

15. Un camion realiza todos los dias el mismo recorrido entre dos almacenes. Se sabe que tarda 3
horas y 20 minutos porque mantiene una velocidad constante de 90km/h. Se quiere entregar un
paquete urgente, pero el camion no puede superar la velocidad de 110km/h.

18. EL TANTO POR CIENTO

Tanto por ciento: es una de las cien partes iguales en las que se puede dividir un nimero y se
denota %.

Ejemplo: 30 por ciento se escribira 30%. Esto indica que de las cien partes se tomo 30.

Tanto porciento
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Asi que 25% quiere decir 25 por 100
(25% de la caja es verde)

1
25

100

a. Conversion de porcentaje a fracciones.

Para convertir un tanto por ciento en forma fraccionaria se eliminara el signo del tanto por ciento,
se le pondra en el denominador 100 y se reducira la fraccién a su minima expresion.
Ejemplo: a) 30% = 30/100 = 3/10 b) 25% = 25/100 = 5/20 = 1/4

b. Conversion de porcentaje a decimal

Regla: Para convertir un tanto por ciento a decimal, se elimina el signo del tanto por cientoy se
recorre la coma decimal dos lugares a la izquierda.

Ejemplos:

a) 5% = 0,05 b) 12,98% = 0,1298 c) 99% = 0,99

Representacion grafica 50%
1

104

Para el calculo de tanto por ciento, pueden presentarse tres casos
diferentes:

1. Hallar qué namero es el Tanto por ciento de otro.

2. Hallar qué Tanto por ciento es un nimero de otro

3. Hallar un nimero, dado otro nimero que es un Tanto por ciento de él.
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100%

P 100

100 100 100
Actividad L=
I. Convertir de fraccion a porcentaje
1
2

1 )
a) b) 4 c) 10

I1. Convertir de porcentaje a fraccion

a)15% b) 345% c)0,04% d)Z%% e) %%

I11. Problemas

1. Un boleto de avion a Costa Rica costaba B/ 530. Si ha subido un 20 %, ;cuanto vale el boleto?
2. Un almacén pone una oferta un televisor de 32 pulgadas con una rebaja del 15 %. Si un televisor
tiene un precio de B/ 325, ;Cuanto es la rebaja? ¢Cuanto es el costo del televisor si se paga un

impuesto de 7%7?.

3. Lenn compré una laptop en B/ 600, pero tiene una rebaja de 25 %.
¢ Cuanto pago por la laptop?

4. Nathan compré una bicicleta por B/ 250. Si quiere ganarse un 20%, ¢A como debe venderla?
5. Un pueblo tenia el afio pasado 2500 habitantes y este afio tiene 3010. ¢ Qué tanto % ha aumentado
la poblacion?

6. Calcular el precio de una maleta de B/ 160 a la que se le aplicara una rebaja de un 60 por
ciento.

7. En una tienda se aplica un mismo porcentaje de descuento en todos sus productos. Pagamos

B/ 12,00 por una camiseta que antes costaba B/ 18,00 ¢Cual era el porcentaje de descuento?
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Sitios de interés

1.http://lwww.sectormatematica.cl/basica/santillana/max_y_min.pdf
. http://www.bdigital.unal.edu.co/40057/1/01186860.2013.pdf
. https://www.portaleducativo.net/cuarto-basico/547/Operaciones-con-fracciones

2

3

4. https://www.youtube.com/watch?v=HI7mx-XtPI8

5. https://www.youtube.com/watch?v=3AQLTVPNnTQA

6. https://www.youtube.com/watch?v=m2CHDRgrkzY

7. http://www.profesorenlinea.cl/matematica/Fraccio3y4Ejer.htm

8. http://lwww.polavide.es/rec_polavide0708/edilim/fracciones_inicio/fracciones.html
9.http://www.primaria.librosvivos.net/archivosCMS/3/3/16/usuarios/103294/9/5EP_Mat_cas_ud
4 Resuelve_problemas/frame_prim.swf

10. http://ntic.educacion.es/w3//recursos/primaria/matematicas/fracciones/menuul.htm

11. https://www.matesfacil.com/ESO/proporcionalidad/ejercicios-resueltos-proporcionalidad-
directa-inversa.htmi
12. https://www.thatquiz.org/es/previewtest? WDXP0256
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